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                                                                                                            Г л а в а 1

                                                                                             КИНЕМАТИКА

------------------------------------------------------------------------------
    § 1. Общие понятия.
    Механика изучает законы движения различных тел. Под механическим  движением понимается изменение положения изучаемого тела со временем относительно некоторого тела (системы тел), условно принятых за неподвижные. Такую систему тел вместе с часами (ими может служить любой периодический процесс) называют системой отсчета. 
    О механическом движении тела можно говорить лишь после того, как указана система отсчета. Выбор ее определяется соображениями удобства. Так, наблюдателю, неподвижному относительно Земли, естественно принять за систему отсчета Землю, а наблюдателю, находящемуся в самолете, - самолет.

    Для математического описания движения с системой отсчета связывают систему координат, как правило, декартову. В отличие от системы отсчета, которую образуют реальные тела, система координат является математической абстракцией. Выбор системы координат определяется соображениями удобства. 

   Кинематика занимается геометрическим описанием движения, не вдаваясь в изучение его причин. В дальнейшем предполагается, что выбрана некоторая система отсчета и .связанная с ней система координат.

   Материальной точкой называют тело, размерами которого можно пренебречь в условиях данной задачи. Для задания положения материальной точки достаточно одного радиуса-вектора, конец которого с ней совпадает. Одно и то же тело в одних условиях можно рассматривать как материальную точку, в других - нельзя.

              § 2. Перемещение. Скорость.
[image: image1.wmf]   Линию, которая описывает при движении материальная точка, называют траекторией. Расстояние, отсчитываемое вдоль траектории, - путь Δs. 
     Пусть моменту t1 соответствует радиус-вектор r1,  а моменту t2 – радиус-вектор r2.  Вектор r12 = r2 - r1  =  Δr, соединяющий начальную точку 1 и конечную точку 2, называют перемещением  из точки 1 в точку 2 (рис.1.1).
     Движение точки описывается векторной функцией r(t) или тремя скалярными функциями, называемыми кинематическими уравнениями.

              х = х (t);  y = y (t);  z = z (t).                              (1.1)
                Рис.1.1                         Пусть за время Δt  материальная точка переместилась из точки 1 в точку 2, совершив перемещение Δr = r2 - r1 (рис. 1.2). Отношение Δr к Δt, характеризующее быстроту изменения вектора перемещения за промежуток времени Δt. называют средней скоростью <v> точки за время Δt:
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       Очевидно, вектор 
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 совпадает по направлению с Δr.                                                             
    Предел этого отношения при Δt→0 называют скоростью (мгновенной скоростью): 
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                 Рис.1.2.                     По отношению к траектории вектор Δr представляет собой секущую, проходящую через точки 1 и 2 (рис. 1.2). Когда  
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2 будет стремиться к точке 1, а секущая к касательной к траектории в точке 1, т.е. вектор скорости направлен по касательной.

       Для величины вектора скорости имеем 

                              . 
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(так как малый участок кривой можно заменить прямой, то│Δr│= Δs).

     Как следует из дифференциального исчисления формула (1.3) может быть записана через производную                                                              
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т.е. скорость v точки представляет собой первую производную по времени от ее радиуса–вектора r и в каждой точке траектории направлена по касательной к ней по направлению движения.   

           Для трех проекций скорости получим соотношения:
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       Часто бывает удобно пользоваться понятием средней скорости прохождения пути,  характеризующей движение в течение некоторого промежутка времени и определяющейся отношением пути Δs ко времени Δt, за которое этот путь пройден:
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   Если известен график зависимости величины вектора скорости от времени, то путь можно вычислить исходя из него. Для этого промежуток времени Δt разбиваем на большое число n таких малых отрезков времени Δti  (i = 1, 2, …, n), чтобы в течение каждого из них выполнялось соотношение 
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              Рис.1.2                            Беря предел этого выражения при Δt → 0 (соответственно и n → ∞), получим точное равенство для s
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                                                                                                                  Эта сумма, представляющая площадь под кривой v(t), может быть записана через определенный интеграл:[image: image129.png]
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   Если известен график зависимости модуля скорости от времени, то      

                   Рис.1.3                                    путь можно вычислить по этому графику. Точно так же координата х в момент t находится по графику 
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, но только часть площади фигуры, лежащая ниже оси t, считается отрицательной (рис.1.3).
                                                       - 3 -

       § 3. Ускорение.
      Пусть в момент времени 
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 тело имело скорость 
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 является вектором, направление которого зависит от векторов v1 и v2. В общем случае криволинейного движения направление вектора Δv не совпадает с направлением 
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 (рис.1.4). 

Вектор Δv/Δt характеризует быстроту изменения вектора                                                                                                                      [image: image130.png]i ¢




  скорости за промежуток времени Δt. Предел этого отношения при Δt→0 называют ускорением (мгновенным ускорением):     
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      Из дифференциального исчисления эта формула (1.9) может быть записана в виде
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т.е. ускорение представляет собой первую производную от скорости v по времени или вторую производную от радиуса-вектора r материальной точки. 
     Таким образом, зависимость r(t) определяет как скорость v, так и ускорение а точки в каждый момент времени.
    Рассмотрим более подробно общий случай неравномерного криволинейного движения материальной точки по плоской кривой. Вектор ускорения а может быть разложен на две составляющие. Составляющую ускорения, направленную по касательной, называют тангенциальным ускорением 
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, а составляющую, перпендекулярную к ней, – нормальным ускорением 
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. Первая составляющая характеризует быстроту изменения  скорости по величине, вторая – по направлению.                                                      
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Приращение скорости за время Δt, равное Δv = v2 – v1, можно также представить как сумму двух векторов Δvn и Δvt (рис.1.5)
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   Среднее ускорение точки за время Δt будет равно
                     Рис.1.5                                        
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а мгновенное ускорение в момент t соответственно 
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представляет часть ускорения, которая характеризует быстроту изменения скорости только по величине и носит название касательного или тангенциального ускорения.  

При Δt→0 (или Δα →0)
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, направлены вдоль касательной к траектории в точке О.                             
                                                                  
[image: image40.wmf]0

lim

n

n

t

t

D®

D

=

D

v

a

                                                      (1.17)                                      
представляет часть ускорения, характеризующую быстроту изменения скорости только по направлению и носит название нормального или центростремительного ускорения. 
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    Далее потребуется понятие о кривизне кривой линии. В случае окружности радиуса R кривизна определяется величиной C=1/R. Если Δα центральный угол дуги окружности Δs, то имеет место соотношение:

                        Δs = R Δα.                                                      (1.18)

     Кругом кривизны плоской линии в точке А называют предельное положение окружности, проходящей через точку А и две другие точки В1 и В2 при их бесконечном приближении к точке А (на   рис.1.6 кривая проведена сплошной линией, а круг кривизны пунктиром). Радиус круга кривизны и определяет    радиус кривизны R для кривой в                                               точке А, а центр этого круга – центр кривизны  кривой в этой 

                              Рис.1.6                                       точке.  Величина, обратная R, даст кривизну в данной точке.
   Далее найдем величину нормального ускорения. В пределе при Δt → 0 (или Δα →0) величина вектора 
[image: image41.wmf]n

D

v

будет равна vΔα. Учитывая, что Δα = Δs/R, а Δs=vΔt, получим 
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где 
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- скорость в точке О, R – радиус кривизны траектории в той же точке.

    В пределе при Δt → 0 (или Δα →0) мы имеем, что угол OCA →90° и вектор 
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, располагаются нормально к скорости и касательной к кривой в точке О, к центру ее кривизны в данной точке.
    Таким образом, 
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                               § 5. Частные случаи движения точки.

      Равномерное движение. Равномерным называют движение, при котором │v│ = const.

     Если при t = 0 точка находилась на расстоянии sₒ (по траектории) от точки, принятой за начало отсчета, то путь может быть найден по формуле
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      При равномерном движении ускорение может возникнуть только в результате изменения направления вектора скорости, что имеет место при криволинейном движении. При равномерном прямолинейном движении v = const. Обычно одну из осей, например, х, совмещают с вектором v и координата точки находится по формуле 
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    Равнопеременное движение. Движение с 
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   Найдем как зависят скорость и радиус-вектор точки от времени. Выразим через ускорение а скорость v(t). За промежуток времени Δt элементарное приращение скорости Δv = а Δt. Проинтегрировав это выражение от 0 до t, найдем приращение Δv за это время: 
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  Для нахождения v(t) необходимо знать скорость vₒ в начальный момент. Тогда

                                              v(t) = vₒ + at.                                                                                             (1.27)

    Интегрируя равенство 
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с учетом (1.27), найдем приращение радиуса-вектора
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    Зная положение rₒ радиуса-вектора в момент t=0, находим                                        

радиус-вектор 
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    Для тела, брошенного под углом к горизонту со скоростью 
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          Для частных случаев равноускоренного и равнозамедленного движения вдоль оси х:   
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     При движении по прямой из одного условия а = const не вытекает равноускоренность или равнозамедленность движения. Например, тело, брошенное вертикально вверх, в каждой точке траектории имеет ускорение g (при отсутствии сопротивления воздуха). Но при этом первую половину пути (вверх) оно движется равнозамедленно, а вторую (вниз) – равноускоренно.                                  
     [image: image133.png]Xma‘zn



Пусть график зависимости 
[image: image61.wmf]v(t)
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 имеет вид, изображенный на рис.1.7 (равноускоренное движение вдоль оси х). Путь и координату в момент t можно вычислить как площадь трапеции: 
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    В случае равнозамедленного движения вдоль оси  х:
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                                Рис.1.7                                   Движение тела, брошенного вертикально вверх. Тело брошено вертикально вверх с начальной скоростью vₒ из точки над поверхностью земли на высоте hₒ. Для описания движения достаточно одной координатной оси h, за начало отсчета примем точку на поверхности земли (рис.1.8).  При этом параллельность или антипараллельность соответствующего вектора (скорость, ускорение) указывается знаком плюс или минус его проекции на ось h.  
   Скорость в тот же момент t                                                                                                        [image: image134.png]
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    В верхней точке на высоте 
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откуда находим время полета до
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    Координата h тела в момент t будет равна                             
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            Рис.1.8                  Высоту 
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   Время падения на землю находим из (1.38), исходя из того, что в момент падения h = 0.
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   Поскольку t ≥ 0, знак – в решении отбрасываем и в итоге

                                           
[image: image74.wmf]2

000

vv2h

t

ggg

æö

=++

ç÷

èø

.                                                         (1.42)
  При hₒ = 0 время полета вверх и вниз равны. Скорость 
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   Движение тела, брошенного под углом к горизонту. В отсутствии сопротивления воздуха движение тела происходит с постоянным ускорением g и применимы   соотношения [image: image135.png]


 
                                r = vₒt + gt²/2 ;                                       (1.44)

                                 v = vₒ + gt .                                            (1.45) 

    Введем координатные оси , как показано на рис.1. 9. Проецируя векторные уравнения (1.44) и (1.45) на оси x и y,  имеем следующие две пары соответствующих уравнений для координат и компонент скорости:  
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                           Рис.1.9                                                       
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[image: image80.wmf]0
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      Видно, что движение тела можно описать как совокупность двух независимых движений по вертикали (равнопеременное с начальной скоростью vₒsinα и ускорением свободного падения g) и по горизонтали (равномерное со скоростью vₒcosα).

   Вертикальное движение тела рассмотрим аналогично предыдущему примеру. В высшей точке траектории 
[image: image81.wmf]v

y

= 0, откуда

                                                  
[image: image82.wmf]0
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,                                                                               (1.50)
и время t´ поднятия на наибольшую высоту равно

                                                   
[image: image83.wmf]0
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Наибольшая высота поднятия
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   Тело упадет на землю через время  t = 2t´, откуда

                                                         - 7 -
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      Дальность полета получим, подставляя это значение t в выражение для х:
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  Для нахождения уравнения траектории исключим из выражений для x и y (1.46 ), (1.47) время t: 
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Коэффициенты при х и х² здесь постоянные величины; обозначая их через a и b, получим

                                                     
[image: image88.wmf]2
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что представляет собой уравнение параболы. Находя точку ее пересечения с осью х, можно получить дальность полета 
[image: image89.wmf]max

x

, а исследуя параболу на максимум, наибольшую высоту 
[image: image90.wmf]max

y

.

     Полученные формулы справедливы лишь при отсутствии сопротивления воздуха – траектория не является параболой: ее
                          Рис.1.10                           нисходящая ветвь идет круче (баллистическая кривая, рис.1.10); дальность полета и высота подъема становятся существенно меньше. Характер баллистической кривой сильно зависит от формы брошенного тела.
    П р и м е р  1. Двое играют в мяч, бросая его друг другу. Какой наибольшей высоты достигает мяч во время игры, если от одного игрока к другому он летит 2 с?

   Время полета мяча вверх равно 1 с ( и равно времени полета вниз). Движение вниз по вертикали происходит без начальной скорости. Откуда 
[image: image91.wmf]2
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   П р и м е р  2. Найти в момент времени t нормальное и тангенциальное ускорения тела, брошенного горизонтально со скоростью vₒ (пренебрегая сопротивлением воздуха).

    Величина скорости тела в зависимости от времени определяется по формуле:

                                          
[image: image92.wmf]22222
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   Беря производную по времени, находим тангенциальное ускорение:

                                                 
[image: image93.wmf]2
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Полным ускорением в данном случае будет ускорение силы тяжести g, откуда из (1.21) находим нормальное ускорение
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   По мере падения тела нормальное ускорение убывает и вместе с тем  увеличивается радиус кривизны, траектория брошенного тела становится менее и искривленной. Тангенциальное ускорение
[image: image95.wmf]t

a

же напротив, начинает возрастать.           [image: image137.png]



    Движение по окружности. При движении по окружности положение точки удобно определять не по декартовым координатам, а по описываемому ею углу Δφ – угловому перемещению (рис. 1.11).                                                                                  
    Угловая скорость определяется как предел, к которому стремится отношение углового перемещения Δφ  к промежутку времени Δt, зам который это перемещение произошло, при  стремлении Δt к нулю:                           
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Из дифференциального исчисления ω может быть определена и как первая                             Рис.1.11                

производная от угла поворота точки φ
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    При равномерном движении время полного оборота называется периодом Т. Число оборотов в единицу времени (частота) 
[image: image98.wmf]ν

 = 1/T. За время Т радиус-вектор повернется на угол 2π. Следовательно,    
            
[image: image99.wmf]ων
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. .                                                                   (1.59)     Свяжем модуль линейной скорости v с угловой ω, используя Δs = r Δφ (рис.1.11):                                                                                                                                                 .        
[image: image100.wmf]t0t0t0

  

ΔsrΔφΔφ

vlimlimrlimr

ω

ΔtΔtΔt

 =

D®D®D®

===

.                                                    (1.60)
                                           v = rω.                                                                                    (1.61)
      Угловое ускорение β определяется соотношением:
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    Продифференциров обе части уравнения (1.61), найдем связь между модулем тангенциальнго ускорения точки, двигающейся по кругу, и ее угловым ускорением 
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   Нормальное (центростремительное) ускорение направлено к центру окружности и равно

                                                                  
[image: image103.wmf]2
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   При равноускоренном и равнозамедленном движении имеют место соотношения аналогичные (1.33) и (1.34): 

  [image: image138.png]


                
[image: image104.wmf]2
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[image: image105.wmf]2
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,             (1.66)                                                                                 Величину угловой скорости, плоскость, в которой лежит окружность и направление  вращения – все три характеристики движения точки по кругу – можно представить вектором  ω, проводя его перпендекул плоскости и сопоставив ему определенное направление 
    вращения. Последнее делается по правилу буравчика:  

                              Рис. 1.12                                      сопоставляем направление вектора с поступательным движением буравчика, а вращение – с направлением вращения его рукоятки (рис. 1.12).
   Представление об угловой скорости как о векторе позволяет удобно связать вектор линейной скорости v с вектором угловой скорости ω и радиусом-вектором r, определяющим положение данной точки относительно оси вращения, посредством векторного произведения (рис.1.13):  
                                                   
[image: image106.wmf][

]

v=

ωr





(1.67)
           [image: image139.png]


     Соответственно и угловое ускорение можно рассматривать как вектор                                                    .                       
[image: image107.wmf]0

lim(t)

tt

t

d

d

D®

D

¢

===

D

ωω

βω

.                            (1.68) 
   Направление вектора 
[image: image108.wmf]β

 совпадает с направлением приращения угловой скорости 
[image: image109.wmf]d

ω

. Представление угловой скорости и углового ускорения в виде                    Рис. 1.13
 векторов оказывается очень удобным при рассмотрении сложных движений твердого тела.                                             
  П р и м е р  1.  Вентилятор вращается с частотой n = 900 об/мин. После выключения вентилятор, вращаясь равнозамедленно, сделал ло остановки N = 75 оборотов. Какое время t с момента выключения до остановки?                                                                                                                               
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       Имеют место соотношения  для угловой скорости 
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 и углового ускорения 
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, откуда  
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. Угол, который опишет вентилятор до остановки 
[image: image113.wmf] = 2
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и также может быть найден из уравнения равнозамедленного движения (1.66): 
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[image: image115.wmf]2
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. Перепишем это уравнение, используя полученные два предыдущих равенства: 
[image: image116.wmf]2
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, откуда находим и 
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   П р и м е р  2. Мальчик кидает мяч в цель, находясь на горизонтальной платформе, вращающейся с угловой скоростью ω. В первом случае он стоит в центре платформы, а мишень расположена на расстоянии R от него, во втором случае мальчик и мишень меняются местами. Под каким углом к направлению на цель должен кинуть мальчик мяч? Всегда ли он сможет попасть в мишень?    [image: image140.png]


  
   а) В первом случае время полета мяча, летящего со скоростью 
[image: image118.wmf]v
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 равно
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      Мишень переместится за это время на расстояние 

                                      
[image: image120.wmf]s = R
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   Мальчик должен бросить мяч с опережением на угол (рис.1.14 а) 

                                  Рис. 1.14                                                                            
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      б)  Во втором случае мальчик, а следовательно и брошенный им мяч имеют касательную скорость 
[image: image122.wmf]k
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. Для того, чтобы результирующая скорость была направлена к центру платформы, мяч надо бросить под некоторым углом  к направлению на центр (рис. 1.14 б):
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   Результирующая скорость в этом случае будет направлена в центр и равна
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   Если  
[image: image126.wmf]vR

ω
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, то мальчик не сможет попасть в цель, так как нет такого угла бросания, при котором результирующая скорость будет направлена к центру.
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